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Complément sur la méthode de Gauss 


1 Des idées sur les formes quadratiques et tout le reste 


Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur R, rapporté à une base B = (e1,.…., en). Une 
forme quadratique sur Æ est une fonction q de E dans R qui à tout vecteur x de ÆE associe une 
expression polynomiale homogène de degré 2 des coordonnées de x dans B. 

Autrement dit, si æ = 21€1 +... +%nen, 


2 
q(x) = ) Quiti + 2 ) dpi ) dim 
dj 


1<i<n 1<i<jÿ<n 


où les coefficients a;; sont réels. On sait que la forme polaire de q, c’est ainsi que l’on nomme la 
forme bilinéaire symétrique 4 telle que q (x) = @(x,x) pour tout x, est donnée par : 


pay) = astiys. (+) 
à, 


Il est en effet facile de vérifier que , définie par (+), est bilinéaire symétrique, et il est évident 
que q(x) = p(x,x) pour tout x € E. Bref, en notant X = t(x1,..,2) et Y = *(y1,…,Yn) les 
vecteurs-colonnes des coordonnées des deux vecteurs x et y de E dans la base B, on a : 


p(x,y) — C9) So) de = Ÿ _xyje(ei,e;) — tXYMY 
î j ij 


où 
a11 AUS Ain 
M = 
Gn1 ‘Ann 


est, par définition, la matrice de , et donc aussi de q, dans la base B. 
On note M = Mat (9; B) = Mat (q; B), et l’on remarque que les coefficients à;; de M sont égaux 
aux images @ (e;,e;). On retiendra aussi qu’écrire : 


2 
a(t)= ) it; + 2 ) UijTilj — ) GijTiT 

1<i<n 1<i<j<n ij 
revient à écrire matriciellement 


di din T1 
= XMX = (er me) 
ni ‘‘°" Ann Th 
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Par définition, la base B est dite g-orthogonale (ou 4-orthogonale : c’est toujours pareil, ce que 
l’on définit pour @, on le définit pour q, et réciproquement...) si w (e;,e;) = 0 pour tous à À j. 
Comme ai; = p(e;,e;), cela revient à dire que la matrice M de q est diagonale! 

Ainsi B est q-orthogonale si et seulement si : 


g()= D, ax? 


1<i<n 
OU encore : 
a11 0 0 
0 4 
q(x) = ( T1 Th ) | | 
0 0 ann 


Il va sans dire que les bases q-orthogonales sont les plus adaptées pour travailler avec q. Imaginez 
donc! Si 
q(x) = At? + … + Anti, 


alors je peux rapidement dire si qg est non dégénérée (ça, c’est quand aucun des À; n’est nul), 
positive (là cela signifie que tous les À; sont strictement positifs) ou encore définie (pour que 
q(x,x) = 0 entraîne x = 0, il faut et il suffit que les À; soient tous strictement positifs ou tous 
strictement négatifs). 


Un Théorème du cours nous dit que, si q est une forme quadratique, alors il existe toujours au 
moins une base q-orthogonale de Æ. La méthode de Gauss nous donne un moyen d’obtenir une 
telle base en travaillant, avec des identités remarquables judicieuses, sur l'écriture : 


a(a)= dE ax? + 2 ÿ aise 


1<i<n 1<i<j<n 


Le but est d’arriver à trouver des formes linéaires {x (x) = bg1%1 +... + byntn et des réels y, tels 
que : 


qe) = D ue [le ()] = pa Gn (m)) +4 + pe (ln (D) 
k=1 
L'idée est ensuite de pouvoir définir les X; en posant : 


Xi =t (x) = b11X1 +. + bintn 
X9 = (a) = Da1T1 +... + bontn 


Xn = ln (&) = bail + + bantn 


(5) 


et qu'avec un peu de chance, ce système représentera un changement de coordonnées faisant 


passer de la base B de départ, où les coordonnées de x s’écrivent x1, …, æ,, vers une nouvelle 
base B’ où les coordonnées de x s’écrivent X1, …, X,. Matriciellement (S) s’écrit : 
La ii ee nent x 
= 2 
Xn bai Onn Tn 


et représente un changement de bases si et seulement si la matrice 


Die dé die 


RSR 


est inversible. Rappelons-nous des formules de changement de base dans un espace vectoriel de 
dimension n. La matrice de passage P de B vers B' est la matrice dont les colonnes sont les 
coordonnées des nouveaux vecteurs de base dans l’ancienne base, et P sert à écrire les anciennes 
coordonnées en fonction des nouvelles (c’est à retenir par coeur!) grâce à la formule : 


CL Xi Pin ‘'t ‘Pin 
= P | avec P — 


et en notant B’ = (ei,...,e/), et €; = Pije1 +. + Pnjen POUr tout J. 


Finalement (S) est un changement de base si et seulement si Q est inversible, et dans ce cas la 
matrice de passage P de B vers B! est P — Q71. C’est cette matrice de passage qui nous donne 
les coordonnées des vecteurs de la base g-orthogonale dont on rêvait, dans l’ancienne base! Voilà 
pourquoi on s'intéresse aux /4, et à des carrés de formes linéaires. Et d’un! 


Mais que veut-on dire par "des formes linéaires indépendantes" ? Si B* = (eï,.….,e*) désigne la 
base duale de B, 


lx (x) b1T1 + + bentn 
byieï (x) +. + byner (x) 


(br1eï +. + binen) (x) 


pour tout x € E, donc : 
D — bx1eï ES bye: 


La matrice Q n’est autre que la transposée de la matrice des coordonnées des {4 dans la base B*, 
donc : 
det (41, .…., ln) = det (Q) = det Q, 


et dire que Q est inversible revient à dire que les n formes linéaires l1, .…, l, sont linéairement 
indépendantes. Voilà pourquoi la méthode de Gauss nous invite à chercher des formes linéaires 
indépendantes... Et de deux! 


Dans la Section suivante, on va voir en quoi consiste la méthode de Gauss. C’est un algorithme qui 
nous mène droit vers une décomposition en somme de carrés de formes linéaires indépendantes. 
Attention : appliquer cet algorithme nous assure que les formes linéaires que l’on obtiendra 
seront bien indépendantes. Si l’on écrit des sommes de carrés à tout venant, il n’y a aucune 
raison pour que l’on aboutisse à des formes linéaires indépendantes, et dans ce cas on ne peut 
plus rien dire sur g. Par exemple, la forme quadratique sur R? définie par 


a (r)— ri + (x1 + 22) — 5(x1 — x) 


n’est pas de signature (2,1), puisque les trois formes linéaires +1, æ1 + æ2 et æ1 — x2 sont 
linéairement dépendantes (3 formes linéaires dans un espace de dimension 2, c’est trop!). 


2 La méthode en quelques mots 


Soit la forme quadratique : 
ae) = ÿ dit? + ÿ US 
1<i<n 1<i<j<n 


Attention, j'ai enlevé le coefficient 2 dans cette expression parce qu’on s’en moque ici : j’ai écrit 
la forme générale d’un polynôme homogène de degré 2. 


On envisage deux cas suivant qu’il y a des carrés ou pas! : 


e Premier cas : S'il existe à tel que a;; Æ 0, par exemple a11 # 0, on repère le début du 
développement d’une identité remarquable : 


2 Q1j 
a), = da 2 +20 tj | + 
J>1 @11 
a; 2 @1; . 
3 j 
@11 mi + | Tj ] —@11 ÿ : Tj 
j>1 2411 j>1 2a11 
a1j 
a11 mi + ; 
j>1 2411 


d’où un premier carré et une forme quadratique q1 (æ2,...,æh) où n’interviennent plus que n — 1 
variables. On recommence ce travail avec q1, et ainsi de suite. 


2 
7) + q1 (22, ..., Œn) 


+ Second cas : Si a; — 0 pour tout 4, alors q(x) = D <<, aijtit;. Si par exemple a12 À 0, 
on rassemble toutes les variables x: et x2 pour utiliser l’identité 


d129 +218 +%2R = (x +R) (x2 + S) —- RS 


puis l'identité XY = + (cx nd vÿ); Dans ce cas, on se débarrasse des inconnues 
deux par deux : 


q(x) = aj2tit2 + se at) + To sr 12) x 


—  &12 (x1 + R) (2 + S) — RS +. 


L us (Ge: +R +20 + 8) — (21 +R (72 + s)) + qu (ts, Tn) 


et ainsi de suite. 


3 Les deux exemples de mon cours 
1) Soit q(x,y, 2) = x? + 2y? — 2? + 8xy + 2xz. On a 


q(x,y,2) = 2? +x(3y +22) +2 — 


22\° 2 
(+) (=) D 


2 h, 
3y+22\? 1 
= (+) DURS 


!Ce qui suit est extrait de mon "Cours de géométrie" [1]. 


soit 


3y+2z\? 1 
RÉ (2+ — <) nr à + 12yz) —- 2 
3y+22\? 1 36. 4 
= = 2-2 
(a+ 5 ) 3 (w+6) + T° z 
3y+22\? 1 
= (a+ _ <) -1w+6) +72. 


La signature de q est (2,1), donc q est non dégénérée sans être définie. Elle n’est ni positive, 
ni négative. La nouvelle base qg-orthogonale e’ est définie par les formules de changement de 
coordonnées 


4 =x+iy+z 
7 = y +62 
de: 
1 O0 O0 
Dans cette base q(x',y/, 2’) = x"? — 1? +72? et Mat(qie) = | 0 —À 0 
0 0 7 


2) Soit q(x,y,2,t) = xy + 2x2 + 5yz — Brit. 


q(x,y,z,t) = xy+x(2z — 3t) +y(52) 
= (x+52)(y +22 — 3t) — 5z(2z — 3t) 


1 
= ee ue — 1022 + 1524 


à 3 
= 2" — ni — 10 (: — 54) (avec des notations évidentes) 


4 
= y _ 22 2] En < = : 
T y Ofz t va 


La signature de q est (2,2), donc q est non dégénérée, n’est pas définie, ni positive, ni négative. 
La nouvelle base q-orthogonale est donnée par les formules de changement de repères 


= 2+y+7z—3t 
g=x-y+32+3t 
z 


4 Des exercices pour s’entraîner tout seul 


Voilà. Il aura fallu attendre cette année 2010-11 pour que j’ai le courage de taper ces exercices 
d'entraînement sur la méthode de Gauss. Je vous les propose en avant-première, et je compte les 
placer dans le futur volume IIT de la série "Acquisition des fondamentaux pour les concours", 
car il faut bien la connaître cette méthode. Elle sert à l’écrit, et ce ne serait pas sérieux de se 
faire coincer sur elle à l’oral d’un concours. 

Bon entraînement ! 


Question 1 Appliquer la méthode de Gauss pour obtenir la décomposition de la forme quadra- 
tique q(x) = x? + 5x3 — 4x3 + 2r172 — Axis définie sur RŸ. Préciser la base q-orthogonale 
obtenue et la signature de q. Que dire de plus ? 


Question 2 Appliquer la méthode de Gauss pour obtenir la décomposition de la forme quadra- 
tique q (x) = 2172 + 2243 + 27173 + 2%3t4 définie sur R“. Préciser la base q-orthogonale obtenue 
et la signature de q. Que dire de plus ? 


Dans les quatre questions qui suivent, on demande d'utiliser la méthode de Gauss 
pour écrire la forme quadratique q sous la forme d’une somme de carrés de formes 
linéaires indépendantes, d’en déduire le rang de q, et de dire si q est non dégénérée, 
définie ou positive. 


Question 3 Sur R*, q(x) = 2x? + 8x3 + 3 + 8r1T2 — 4t1t3 + 107273. 


Question 4 Sur R4, q(x) = 172 — 4x1t3 + 6%273 — 27274 — T3T4. 


Question 5 Sur R*, q(x) = x179 + 2173 + T1T4 + To3 + Toma + T3T4. 


Question 6 Sur R?”, q (x) = 2t1%n+1 + 222%n4+2 +. + 2XnTon. 


5 Réponses 


Réponse 1|L’expression de q possède des carrés. On commence par utiliser un de ces carrés, 


par exemple æ?, pour rassembler tous les x1 en utilisant une identité remarquable du type 
(a + b)? = a? + b? + 2ab. Ici : 
q(z) = x? + 5x5 — 4x + 2mito — Aria 
x? + 221 (to — 2x3) + 5x — 4rà 
(1 +20 — 223)? — (to — 2x3)” + 5x — 4rè 
= (x +2 — 273) + Axi _ 8x2 + 4t2t3. 


En recommençant avec le reliquat : 


QE) = ris 273)” + 4 (3 + t2T3) — 8x2 


2 
(t1 + %2 — 273) + 4 (æ2 + =) _ 2 _ 8x2 
— (21 +20 — 273) + (2x0 + 3)? — 9x 


Ainsi q est de signature (2,1). C’est une forme quadratique non dégénérée, mais non définie, 
non positive et non négative. Posons : 


X1 = 2% + To — 223 
(S) X2 = 2% + 43 
X3 = T3 


Ces formules définissent un changement de base de la base canonique B donnée au départ, vers 
une base B/. Si P désigne la matrice de changement de base de B vers B}, alors : 


T1 X: 
T2 — P Xo 
T3 X3 


en notant !(x1,%2,x3) et (X1, X2, X3) les coordonnées d’un même vecteur æ dans B et B!. 


On a : 
1 


le lei 79 
P=|02 3 = | 0 1/2 -3/2 
0 O0 1 0 0 1 


et les colonnes de P seront les coordonnées des vecteurs de base de B/ dans la base B. La base B! 
est g-orthogonale puisque : 


1.0 0 
q(x)= XÊ+XÈ—-9XÈ = ( X1 X2 X3)| O0 1 0 x 
0 0 9 


montre que la matrice diagonale diag (1, 1,9) est la matrice de q dans la base B/. 


On ne voit pas de carrés dans l’expression de q. On rassemble donc deux va- 


riables, par exemple æ1 et x2, dans un premier produit, en s’arrangeant pour qu’elles n’inter- 
viennent plus du tout dans la suite de l'écriture de q (x) : 


q(x) = xi1t0 + 2273 + 27173 + 273% 
(x1 + ta) (to + 2x3) — 273 + 2r3xa. (x) 


On applique le cours pour transformer le premier produit en une somme de carrés : 


1 
(æ + T3) (x + 2x3) . 1 Lan + T3 + T2 + 223) Eu (x + T3 — X2 — 273) 
1 1 
= 31 +22 + Br) — 7 (ar — T2 — 23) , 


et on traite le reliquat en utilisant le carré x3 et une identité remarquable : 


1 2 
2h + Dei = 2 (18 aa) = 2[(s-3) 4) 


Il suffit de remplacer dans (+) pour obtenir la décomposition de q en somme de carrés de formes 
linéaires indépendantes : 


INR 


q(x) = 


1 A SC 
(ti + To + 323) ni (1 — d2 z3) 2 (as — 2) + SU 


La signature de q est (2,2), donc q est une forme quadratique non dégénérée, mais non définie, 
ni positive, ni négative. Le changement de base donné par les formules : 


X1 = Xi + Lo + 323 
X9 = Xi — Lo — T3 
S 
Ge X3 = 23 — 2ta 
X4 = T4 


permet d'écrire : 
lose A 1 
x)==X?2--X2-2X2+-X? 
q(x) 1 40 FES 34 
ce qui est une expression de q dans une base g-orthogonale. Il suffit d’inverser le système (S) 
pour obtenir les anciennes coordonnées en fonctions des nouvelles. Notons B la base canonique 
(donnée au début de l'exercice) et Be la nouvelle base. Le vecteur x admet les coordonnées 


(1, to, t3, ta) dans B, et (X1, X2, X3, X4) dans Brew. En inversant (S), on obtient : 


1 1 
ES RES CR CES à 
T1 5 1T3 2 3 4 
1 1 
= -X —X. 2X 
22 = A1 — A2 3 — X4 
1 
t3 = Às +5 Â4 
za = X4 
ou encore : 
æ1 11 D - ei: 17e wi 
x) : 1/2 —1/2 —2 —] Xo 
a AGE, 0 ie Le 
T4 0 0 0 1 XA 


de sorte que la matrice de passage de B vers Bcu soit : 


Pope ei sf 
Mo Eporet e 
Ut ide CA 219 
D “@ di. 1 


P = 


Les colonnes de P sont les coordonnées des vecteurs de base de Ben dans la base B. La base Brew 
est la base qg-orthogonale que l’on à obtenue en appliquant la méthode de Gauss. 


al = 2x? + 8x2 + rè + 8t1t2 — 4t1t3 + 107%2%3 
_— Pa + d1 (8x2 — 4x3) + 8x? + de + 10%2%3 
—  2[(x1 + 272 — 23° — (2x0 — x3)°] + 8x2 + 22 + 10x73 
= 2(x1 + 272 — z3) _ 2 + 187273 
) 


et x3 — 187273 = (x3 — 9x2) — 813, donc : 
q(æ) = 2 (21 + 220 — 23) — (x3 — 9x2)? + S1r2. 


La forme quadratique q est de signature (2,1) donc est non dégénérée, mais n’est ni définie, ni 
positive. 


On rassemble simultanément les +1 et 2. 


q(x) = xi1t2 — Arts + 6t2t3 — 227274 — Tata 


T1X2 + Li (—4x3) + x) (6x3 . DT) — X3TA 


= 129 +T1P + tToQ) — taxa 
et 21%9 +21 P + %2Q = (x1 + Q) (x2 + P) — PQ, donc : 


q(x) = (x1 + 6x3 — 2x4) (x2 — Axa) — (—4x3) (6x3 — 2x4) — taxa 
(1 + 6x3 — 2x4) (x2 — 4x3) + 24x3 — 9r3T4. 
Avec des notations évidentes, on obtient q(æx) = XY + 2423 — 9x3x4 et l’identité remarquable 


xXY = (es yet r}| donne : 


XY — La + 6x3 — 274 + X9 — 4x3)? . ((æ1 + 6x3 — 2x4) — X2 + 4x3)? 


bel 


[Car + 2x9 + 273 274) (æ1 zo + 10x73 — 274) 
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Ensuite : 


2 
5.20 à 18 3 
T3 — = TLaTA — T3 = 87374 = | L3 — TA = 


21 16 1624 


CN 
donc 2472 — 9r3t4 = 24 (as — gs") — DA Finalement : 


1 1 27 
en posant : 
Xi = Xi + Xo +273 — 274 


X9o = x1 — 2 + 10x73 — 274 
X3 = —i— 

3 — 13 4874 
X4 — T4. 


La forme quadratique q est de signature (2,2). Elle est donc non dégénérée, mais n’est pas 
définie, et n’est pas positive. 


Q(t) = T1T2 + TiTs + T1T4 + T2T3 + ToTa + Tata 
= L1T9 + T1 (T3 + La) + To (Ts + Ta) + T3T4 
— (21 +3 + 4) (co + x3 + ta) — (xs + va)? + xaxa 


: : (x1 + 22 + 2x3 + 224)” : (1 — 22)? — 23 — 25 — xsta. 
Comme : æa\2 22 TAN? 3x2 
2à + ai + om = (a+) - += (r+%) EE 
on obtient : 
de) 7 (1 + do + 273 + 24)? + (1 z2)° (æ3 +2) Hi 


La signature de q est (1,3), de sorte que q soit non dégénérée, non positive et non définie. 


gr) = itisr mm, DTa 


1 1 
RE: (t1 + En41)° — 5 Ge mnntades. 


1 
T5 (En + Ton)” — 5 (Zn — Ton)” 


donc q est de signature (n,n). Elle n’est pas dégénérée. Elle n’est pas positive, et n’est pas 
définie. 


6 Cherchez l’erreur dans cette copie d’examen ! 


Question 7 On a demandé de chercher la signature de la forme quadratique 
q(x,y,2,t) = 2? + 2xy + 3y? + xt 
sur R*. Sur une copie d'examen, on lit : 
q = 2? + 2ry + y? + 2? + xt — (en) + 27 + 2 (mb 2 (x —#) 
et la conclusion : "La signature est (3,1) donc q est non dégénérée". Le raisonnement est-il 
juste ? Expliquez, et s'il y a erreur, proposez une correction. 


e Il y à erreur car les formes linéaires {1 = x + y, lo = y, l3 = xm+t, la = xt 


ne sont pas linéairement indépendantes (voir remarque ci-dessous). Par contre, les calculs sont 
justes puisque l’on à bien : 


OR 
g= ++ TU. 


L'erreur provient du fait que l’on n’a pas appliqué l’algorithme connu sous le nom de "Méthode 
de Gauss de réduction des formes quadratiques" : on a certes repéré UNE identité remarquable 
concernant les variables x et y (à savoir 2? + 2xy + y? =...) mais cela nous a fait débuter les 
factorisations n’importe comment. 

Ce faisant, on n’a pas regroupé l’une des coordonnées dans le premier carré de formes linéaires, 
puisque ce premier carré s'écrit (x + y) mais que des x et y figurent encore dans le reliquat. 
Dès lors, on peut faire route et il faut absolument se rappeler de vérifier, à la fin de tous nos 
calculs, que les formes linéaires l; obtenues sont bien indépendantes. 


Remarque : Il est important de bien savoir comment justifier que les formes linéaires |; 
(1 < i < 4) forment un système lié, car il faut pouvoir facilement répondre à cette question 
à l’oral d’un concours. Savoir y répondre montre que l’on y a déjà réfléchi et que l’on sait 
exprimer une forme linéaire dans la base duale de la base canonique. Cela rassure le jury sur les 
connaissances du candidat en algèbre linéaire. 


Voyons par le menu : notons B = (e1,e2,e3,e4) la base de E = R* dans laquelle on travaille, 
celle où les coordonnées des vecteurs s'appellent (x, y, z,t). Notons B* = (eï,e5,e3,eï) la base 
duale de E*. 
Une forme linéaire { sur E est une application qui à tout vecteur u = ze + ye2 + ze3 + tea de E 
associe un réel : 

E(u) = ax + by + cz + dt 


où à, b, c, d sont des réels donnés, fixés à l’avance. Alors? : 
[(u) — aeï(u) + be; (u) + ces (u) + deï (u) 
—  (aeï + bes + ces + dei) (u) 
donc | = aeï + beï + ce + deï. Les réels a, b, c, d sont les coordonnées de / dans la base duale. 
Les écritures = x + y, là = y, l3 = x +t, la = x — t nous offrent donc immédiatement 
les coordonnées des formes linéaires /; dans la base duale, par exemple les coordonnées de /; 


sont (1,1,0,0). Il est alors facile de vérifier que le système de vecteurs (l1, 2, l3,la) est lié en 
retournant à la définition : 


1 
0 

+ 5 +7 0 + Ô 
1 


OO Or 
OO OR © 


?Par définition de B*, e* (e;) = 65, donc eï (u) = reï(e1) + yeï(e2) + zeï(es) + tei(ea) = x, et ainsi de suite. 
L'application e? n’est autre que la i-ième projection. 
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entraîne : 


a+y+ô=0 a = —20 
a+fB=0 soit : B = 20 
y—-ô=0 y = Ô 
ce qui n’impose pas à tous les coefficients &, 3, y, à d’être nuls : prendre à = 1, d’où a = —2, 


B=2et y=—]l,et le tour est joué. 
e Une bonne réponse : on applique la méthode de Gauss sans innover ! 
q = a? +2xy + 3y° + xt 
= 2 +x(2y+t) +3 


2 


Dpt): Quid 
= a PSE ET 3 
(a+ 5 ) 7 + 95y 
2y+t\? 1 
= (2+ = ) — 3 + 4iy —8y] 


et &2 + 4ty — 8y? = (t + 2y)? — 12y?, donc : 
2y+t\? 1 
Ê= (+2) 36 + 20) + a. 


La signature de q est (2,1), et q est une forme quadratique dégénérée. 


Références 


[1] D.-J. Mercier, Cours de géométrie, préparation au CAPES et à l'agrégation, Publibook, 2008. 


11 


